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LE MACCHINE

Semplici 
calcolatrici 
meccaniche 
(Pascalina)

• Il compasso

• Curvigrafi

• Pantografi per le 
trasformazioni 
geometriche del piano

• ….

Macchine per 
l'aritmetica 

Macchine per la geometria



Ricostruzioni di macchine storiche

Associazione Macchine Matematiche
http://www.macchinematematiche.org/

Macchine geometriche

http://www.macchinematematiche.org/


www.mmlab.unimore.it

Associazione Macchine 
Matematiche

www.macchinematematiche.org
2020
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Inizio anni 
’80 

• Un gruppo di insegnanti di matematica del 
Liceo scientifico di Modena inizia a costruire 
le macchine per utilizzarle nella loro pratica 
didattica

2003- ad 
oggi

• MMLab presso il Dipartimento di Matematica 
di Modena – visite al laboratorio

• Associazione Macchine Matematiche

2008-2012 

• Progetto regionale MMLab-ER (costituzione 
di una rete di laboratori e di insegnanti di 
tutte le province dell’Emilia Romagna)

Un po’ di storia dei laboratori delle macchine



I sistemi articolati nella storia

2020

I sistemi articolati più antichi risalgono
all’epoca alessandrina e alla cultura araba, ma
è nel ‘600, con la Géométrie di Descartes, che
questi acquistano importanza teorica
centrale.



Un esempio di curvigrafo: 
il parabolografo del 
Cavalieri

2020

Durante il movimento
continuo del meccanismo
si possono individuare
vincoli, figure che si
deformano, parti che non
si modificano o che
mantengono la stessa
forma e relazioni tra le
parti.



VC2 = AC ∙ CK

y2 = k∙x
Se scegliamo un sistema di riferimento 

cartesiano

Relazione tra segmenti

2020



2020

Si utilizza la geometria
euclidea per
individuare, analizzare,
giustificare gli invarianti
durante il moto
continuo delle parti che
compongono il sistema
articolato.

Le figure geometriche elementari sono viste come 
«parti» di meccanismi da modificare, collegare ed 

assemblare.



Approfondimenti

2020

http://www.macchinematematiche.org/index.php?
option=com_content&view=article&id=58&Itemid=
160&lang=it

http://www.indire.it/scuola-uguale-
futuro/materiali/Macchine+matematiche.pdf

http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=58&Itemid=160&lang=it
http://www.indire.it/scuola-uguale-futuro/materiali/Macchine+matematiche.pdf
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Pantografi per le trasformazioni 
geometriche del piano



I sistemi articolati nella storia

2020

Nell’800 si forma e diventa fondamentale la teoria
delle trasformazioni geometriche.

“Ogni epoca tiene, per così dire, tra le mani – ma senza averne 
coscienza – le invenzioni di epoche future: la storia delle cose 

anticipa spesso quella delle idee”
(Koenigs, 1897)



2020

Riferimenti bibliografici

http://www.macchinematematiche.org/cataoghi/theatrum/macchine/118bib.htm

Sistemi articolati/biellismi

http://www.macchinematematiche.org/cataoghi/theatrum/macchine/118bib.htm
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Meccanismo che stabilisce una

corrispondenza locale tra i punti

di due regioni piane limitate

collegandole fisicamente, e che

incorpora le proprietà che

caratterizzano la trasformazione

geometrica del piano.

Nei pantografi vi sono due punti 

che hanno due gradi di libertà: 

puntatore e tracciatore.

Pantografi



2020

Nei pantografi il movimento e la
traccia permettono di mettere
in luce la relazione (covarianza-
dipendenza) tra i due punti
“trasformati”, ma anche la
relazione tra le figure prodotte
dalla macchina

Pantografi



Quali sono gli aspetti delle trasformazioni 
geometriche che sono incorporati nelle macchine?

2020

I pantografi sono costruiti in modo tale da 
costringere due punti a seguire una legge

matematica predeterminata. 

Questi due punti coesistono nella struttura fisica della 
macchina e il loro movimento sul piano (vincolato dalla
struttura della macchina) può generare infiniti punti che

godono delle stesse proprietà



Aspetti interessanti da considerare

2020

• La macchina incorpora la relazione tra P e f(P) che
sono CONTEMPORANEAMENTE presenti sempre!

• E’ il movimento che genera “infiniti” punti e quindi
linee e figure

• Il movimento e la traccia permettono quindi di
mettere in luce la relazione (covarianza e
dipendenza) tra i due punti “trasformati”, ma anche
la relazione tra le figure complete finali



In un’ottica didattica…

Le trasformazioni geometriche del piano sono un
argomento trattato a diversi livelli e con diversi
approcci dalla scuola primaria a quella secondaria.

Funzioni



Come possiamo definire o anche solo descrivere una 
trasformazione geometrica del piano?

2020

Una trasformazione geometrica del piano è una 
funzione e quindi può essere descritta e 
analizzata 

• Come oggetto: un elemento di un gruppo…

• Come una relazione: tra punti e  tra figure…

• Come una covariazione…

• Come una procedura…

Legge matematica          invarianti della macchina



In un’ottica didattica…

Le attività laboratoriali con le macchine matematiche 

(strutturate da opportune consegne) 

si sono dimostrate un ambiente favorevole per 
sviluppare (e osservare) processi esplorativi e 

argomentativi



Qual è la matematica in gioco?

2020

• Le trasformazioni geometriche del piano

• La geometria euclidea

• La geometria analitica

Quali processi?
• Esplorazione, produzione di congetture, 

argomentazioni e costruzioni di dimostrazioni

• Attività di problem  solving (cosa succederebbe se 
….)



Nei pantografi i puntatori/tracciatori hanno due
gradi di libertà e quindi la manipolazione di questi
offre la possibilità di osservare diverse strategie
esplorative, una maggiore ricchezza di esempi di
schemi di utilizzo e di prodotti rispetto a macchine
(come i curvigrafi) dove i tracciatori hanno un solo
grado di libertà.

Esplorazione delle macchine

2020



Una possibile lente teorica per analizzare i 
processi cognitivi che si sviluppano 

nell’interazione 
soggetto-strumento durante 
l’esplorazione dei pantografi

Studi di ergonomia cognitiva condotti da 
Rabardel

2020

ArtefattoStrumento



1. Come è fatta?

2. Cosa fa?

3. Perché lo fa?

4. Cosa succederebbe se …? 

ESPLORAZIONI

CONGETTURE
ARGOMENTAZIONI
DIMOSTRAZIONI

CONDIZIONALITA’
PROBLEM POSING E PROBLEM SOLVING

Dalla produzione di congetture allo sviluppo di argomentazioni 
che legano la struttura e gli schemi d’utilizzo della macchina con la 

matematica in essa  “incorporata”

2020



2020

1. Come è fatta la macchina? 

• Caratteristiche fisiche della macchina

• Movimenti possibili

• Come si usa



2020

2. Cosa fa la macchina?

• Si può usare per disegnare figure 
secondo una trasformazione…

• Le figure disegnate sono…

file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/simmetria_assiale-da disegnare.ggb
file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/simmetria_assiale-da disegnare.ggb
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In un rombo le diagonali si intersecano nel loro punto medio, come in 
tutti i parallelogrammi,  inoltre le diagonali sono tra loro perpendicolari 

3. Perché lo fa?

Proprietà geometriche 
della figura formata dalle aste

e modo in cui è incernierata al piano



Simmetria assiale

2020

Equazioni:

x'=x

y'=-y



ATTIVITÀ  
LABORATORIALI

Fin dalla scuola primaria…

2020

Ambiente favorevole per sviluppare (e 
osservare) processi esplorativi e 
argomentativi



Quadro teorico della
mediazione semiotica
modellizza le fasi di
progettazione e
sviluppo di attività
laboratoriali che si
avvalgono dell’uso di
strumenti

Mediazione semiotica
(Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) 

https://www.airdm.org/xxvii-seminario-nazionale-in-didattica-della-matematica/

XXVII Seminario Nazionale in Didattica della Matematica

2020

https://www.airdm.org/xxvii-seminario-nazionale-in-didattica-della-matematica/


Ottica Vygotskiana

2020

Strumento di mediazione semiotica:

uno strumento può, nell’interazione sociale a
scuola, mediare significati relativi ai saperi
che vi sono potenzialmente incorporati.

Linguaggio verbale Gesti 

Artefatti 



Idea di Laboratorio di 
matematica

Il Laboratorio di Matematica si presenta come una serie di indicazioni
metodologiche trasversali, basate certamente sull’uso di strumenti,
tecnologici e non, ma principalmente finalizzate alla costruzione di
significati matematici.

Matematica 2003

2020

Curriculi UMI

https://umi.dm.unibo.it/materiali-umi-ciim/trasversali/riflessioni-sul-
laboratorio-di-matematica/

https://umi.dm.unibo.it/materiali-umi-ciim/trasversali/riflessioni-sul-laboratorio-di-matematica/


Il laboratorio nelle Indicazioni Nazionali

Nelle Indicazioni Nazionali per il primo ciclo d’istruzione:

In matematica, come nelle altre discipline scientifiche, è
elemento fondamentale il laboratorio, inteso sia come luogo
fisico sia come momento in cui l’alunno è attivo, formula le
proprie ipotesi e ne controlla le conseguenze, progetta e
sperimenta, discute e argomenta le proprie scelte, impara a
raccogliere dati, negozia e costruisce significati, porta a
conclusioni temporanee e a nuove aperture la costruzione
delle conoscenze personali e collettive. (p.49)

Dalle Indicazioni Nazionali per i Licei:

“L’uso costante del laboratorio per l’insegnamento delle
discipline scientifiche; la pratica dell’argomentazione e del
confronto; la cura di una modalità espositiva scritta ed orale
corretta, pertinente, efficace e personale” (p.7)

2020



Indicazioni Nazionali e nuovi scenari
(2018)

2020

La matematica, tuttavia, permette anche di sviluppare competenze
trasversali importanti attraverso attività che valorizzano i processi tipici
della disciplina:
“In particolare, la matematica (…) contribuisce a sviluppare la capacità
di comunicare e discutere, di argomentare in modo corretto, di
comprendere i punti di vista e le argomentazioni degli altri.”

Tali competenze sono rilevanti per la formazione di una cittadinanza
attiva e consapevole, in cui ogni persona è disponibile all’ascolto
attento e critico dell’altro e a un confronto basato sul riferimento ad
argomenti pertinenti e rilevanti. In particolare l’educazione
all’argomentazione può costituire un antidoto contro il proliferare
d’informazioni false o incontrollate.
Il laboratorio di matematica rappresenta un contesto naturale per
stimolare le capacità di argomentare e stimolare il confronto fra pari

www.miur.gov.it/documents/20182/0/Indicazioni+nazionali+e+nuovi+scenari/3234a
b16-1f1d-4f34-99a3-319d892a40f2

http://www.miur.gov.it/documents/20182/0/Indicazioni+nazionali+e+nuovi+scenari/3234ab16-1f1d-4f34-99a3-319d892a40f2


Quali sono gli ingredienti di un laboratorio?

2020

Costruzione di conoscenze e abilità 

personali e collettive

Costruzione sociale del sapere

Problemi aperti 
o attività in cui 

si generino 
ipotesi e si 
producano 

argomentazioni

Confronto e 
comunicazione 
tra pari e con 

esperti

Studenti attivi 
e collaborativi

Richieste di 
descrizioni di 

attività e 
procedure, 

verbalizzazione 
(orale e scritta) 



Metodologia 
laboratoriale 

• Attività in piccoli 
gruppi

• Discussioni
collettive

• Utilizzo di artefatti

Focus

• Esplorazione delle 
macchine

• Genesi di congetture, 
sviluppo di 
argomentazioni e 
costruzione di 
dimostrazioni

• Confronto e 
verbalizzazione (orale o 
scritta)

2020



ESEMPI DI CONSEGNE
Pantografo per la simmetria assiale

2020

Attività in piccoli gruppi
Discussioni collettive
Utilizzo di artefatti



2020

file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/1_simmetria_assiale_def_Bo.pdf
file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/1_simmetria_assiale_def_Bo.pdf
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Artefatto 



2020



2020
(Concu, 2010)



2020

“La macchina è costituita da un pianale di legno 

quadrato diviso in due parti uguali da una 

scanalatura, e da 4 asticelle metalliche di uguale 

lunghezza incernierate da 4 perni due dei quali 

scorrono nella scanalatura mentre gli altri fungono  

da porta mine. Tutti e quattro permettono il 

movimento controllato delle astine.”

(Concu, 2010)



Dopo aver usato la 
macchina per 

tracciare punti e 
figure 

corrispondenti
(macchina come 

strumento) …  

2020
(Concu, 2010)



2020



2020



Ulteriori consegne…

2020

E’ possibile sostituire al rombo articolato una 
figura geometrica diversa che realizzi la 

medesima trasformazione?



COSA SUCCEDEREBBE SE… 
CAMBIASSIMO LA LUNGHEZZA DELLE 
ASTE?

Variazioni del pantografo: 

quadrilateri con i lati congruenti a due a due

2020



Cosa succederebbe se… cambiassimo la 
lunghezza delle aste?

2020

Variazioni del pantografo: quadrilateri con due lati congruenti

A
B

C

../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb


Cosa succederebbe se… cambiassimo la 
lunghezza delle aste?

Associazione delle Macchine Matematiche
www.macchinematematiche.org

A

B

C

2020

../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/deltoide.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/deltoide.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/PARALLELOGRAMMA1.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/PARALLELOGRAMMA1.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/deltoidesimmetria_assiale.ggb
../semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/deltoidesimmetria_assiale.ggb


Cosa succederebbe se… cambiassimo la 
lunghezza delle aste?

2020

A

B

C

Che cosa fa? Perché?

../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/simmetria_fig1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni nuove macchine-deltoide non simm/deltoide-non simm.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb
../progetto regionale/animazioni simmetrie modificate/animazioni macchine/parallelogramma1.ggb
simulazioni macchine per Roma/deltoidefigura.ggb
simulazioni macchine per Roma/deltoidefigura.ggb
simulazioni macchine per Roma/PARALLELOGRAMMA1.ggb
simulazioni macchine per Roma/PARALLELOGRAMMA1.ggb
simulazioni macchine per Roma/deltoidesimmetria_assiale.ggb
simulazioni macchine per Roma/deltoidesimmetria_assiale.ggb


Proviamo a scrivere le equazioni delle funzioni…   

2020



Equazioni delle funzioni 
svolte dalle variazioni del pantografo

2020

SH=HR

SP=a   SQ=b

Pergola et. al. (2002)



Equazioni delle funzioni 
svolte dalle variazioni del pantografo

2020

SH=HR

SP=a   SQ=b

Pergola et. al. (2002)



Equazioni delle funzioni 
svolte dalle variazioni del pantografo

2020

2 2 2 2'

'

x x b y a y

y y

     


 

Pergola et. al. (2002)



Pantografo di Scheiner

2020



Nell’introduzione al suo “Pantographice seu ars
delineandi” del 1631, Scheiner racconta che, avendo
saputo che alcuni anni prima un certo Mastro Gregoriu si
vantava di aver inventato uno strumento geniale per
disegnare, lui stesso si era prodigato per produrre uno
strumento per copiare, ingrandire e ridurre immagini.

2020



2020

Nel 1603 a Dillingen, un certo Mastro Gregorius, un pittore

eccellente, si vantava con Scheiner di aver inventato uno

strumento per disegnare, ma rifiutava in modo irritante di

divulgarne i segreti. Provocatoriamente, Gregorius diceva di

"non credere che una tale cosa potesse perfino essere

immaginata; infatti quella non era tanto un’invenzione umana,

quanto un’ispirazione divina, che egli riteneva essergli stata

portata e rivelata non tramite gli sforzi umani, ma da qualche

genio celeste". Quanto avrebbe rivelato a Scheiner era che il

suo strumento si basava sull’uso di compassi con un centro

fisso. Eccitato dalle possibilità, Scheiner si mise all’opera per

conto proprio e dopo un periodo di intensi tentativi produsse

uno strumento di grande ingegnosità e di vasta utilizzazione,

per copiare, ingrandire e ridurre i disegni, per rappresentare gli

oggetti in prospettiva, e per la produzione di composizioni

anamorfiche".

(Tratto da Kemp, La Scienza dell’arte, Giunti 1994).



Prospettografo di Scheiner

2020

www.macchinematematiche.org

http://www.macchinematematiche.org/


1. Come è fatta?

2. Cosa fa?

3. Perché lo fa?

4. Cosa succederebbe se …? 

2020



Pantografo di Scheiner

2020

file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia.ggb
file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia.ggb
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Schemi legati alla struttura della macchina:

• Individuazione di punti fissi, punti mobili (con diversi
gradi di libertà), punti tracciatori e guide;

• Misura della lunghezza delle aste;

• Individuazione di figure geometriche riconosciute
nella struttura formata dalle aste del sistema
articolato;

• Rappresentazione della macchina o di parti di
questa;

• Costruzione di figure geometriche che
“estendono”/”completano” le componenti del
sistema articolato;

• Ricerca delle relazioni tra le proprietà del sistema
articolato e i suoi “prodotti” (i disegni delle figure
descritte dai punti tracciatori).

Struttura 
geometrica della 

macchina:
rappresentazione 
geometrica della 

struttura della 
macchina 

insieme alle 
relazioni figurali 

e concettuali

Esplorazione della macchina



2020

Schemi legati al movimento della macchina

• Movimenti che si fermano in particolari
configurazioni: ad esempio in configurazioni
generiche, particolari, limite…

• Movimenti continui (in cui si analizza cosa
varia e cosa è invariante): ad esempio
movimenti casuali, movimenti guidati,
movimenti di particolari configurazioni,
movimenti tra le configurazioni limite,
movimenti di dipendenza, movimenti nelle
possibili zone d’azione.

Antonini, S. & Martignone, F. (2011)
Martignone, F. & Antonini, S. (2009, 2010)

Esplorazione della macchina



2020

• Movimenti o parti 
fisse del sistema 
articolato

• Tracce/disegni di 
movimenti del 
sistema articolato

• Tracce/disegni che 
mostrano figure 
“trasformate”

Processi 

Prodotti 

Vedere 

Sentire 
con il 
corpo 



2020



• Argomentazioni che si basano sulla struttura

• Argomentazioni che di basano sul movimento

• Argomentazioni sulle tracce 

2020

Perché lo fa?

Produzione e verifica di congetture



Argomentazioni che si basano sulla struttura

Argomentazioni che di basano sul movimento

Argomentazioni sulle tracce 

2020

Perché lo fa?

Aspetti figurali Aspetti concettuali



Aspetti fisico-meccanici 

dei sistemi articolati

Aspetti legati ai 

processi di 

esplorazione e 

argomentazione

Aspetti 

legati alle 

interazioni 

tra  soggetti 

e macchine

Funzioni, proprietà 

geometriche delle figure…

2020



ESEMPI DI ARGOMENTAZIONI

Partendo da triangoli simili…

Partendo da triangoli congruenti…

2020



OBD simile a OAP

O, P e D allineati

2020



TRIANGOLI SIMILI

O
Q

B

A C

P

TRIANGOLI CONGRUENTI E 
PARALLELOGRAMMA

O
Q

B

A C

P

Relazioni di continuità e rottura che si possono verificare nel 
passaggio dalla fase di congettura alla produzione di 

argomentazioni 

2020
(Garuti & Martignone, 2010; 
Antonini & Martignone, 2011)



2020

'

'

x kx

y ky






Scegliendo un opportuno riferimento cartesiano…

file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia.ggb
file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia.ggb


PANTOGRAFO DI SCHEINER A 
SCUOLA

2020



Come è fatta?
Cosa fa? 
Perché?

“Nella macchina sono presenti quattro aste che si muovono

ruotando attorno ad un perno fisso che è il punto di partenza. Le

assi sono uguali a coppie. Ogni asta della coppia più lunga misura

20,5 cm, mentre le aste della coppia più piccola misurano 10,5 cm

e sono uguali”. 2020



Mate-laboratorio
(Cremona)

http://www.liceoaselli.it/2020



2020



2020



PORSI E RISOVERE PROBLEMI: 
Cosa succederebbe se…?

Ingrandimenti o 
riduzioni

2020



Rapporto variabile 

2020

file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia_rapporto_var.ggb
file:///C:/Users/Francy/Desktop/semiario Roma 23 aprile 2020/simulazioni macchine per Roma/omotetia_rapporto_var.ggb


PORSI E RISOVERE PROBLEMI: 
Cosa succederebbe se…?

Ingrandimenti o 
riduzioni

Omotetia di rapporto 
negativo (simmetria centrale)

•Animazioni con GeoGebra o Cabri
•Costruzione di nuove macchine con materiali
poveri: aste di plastica, bastoncini di legno…
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E se le aste non formassero triangoli 
isosceli, ma scaleni?
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Perché non funziona?

a = 6.6

b = 1.7

e = 2.3

O
P

B

C
A

D

Puntatore: P

e= AO

a= asta OB=asta BP

b=asta AD=BC



Attività
didattiche 

con le 
macchine 

matematiche

Attività di 
esplorazione delle 
macchine: aspetti 

cognitivi e didattici

Fonti storiche 

QT della mediazione semiotica

Laboratorio di matematica

(UMI-CIIM)

Processi di 
argomentazione e 

dimostrazione

Aspetti epistemologici, cognitivi e didattici  coinvolti nelle attività 
laboratoriali con le macchine matematiche
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Grazie per 

l’attenzione!
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E  se il rombo fosse incernierato alla guida 
in modo diverso …
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Zone di piano messe in corrispondenza 
dalla trasformazione geometrica

stiramentzone.fig
stiramentzone.fig


Stiramento

I triangoli FQG e MPN sono simili:

QH:PH=QF:PM 

QH:PH=(QB+BM):PM

QB=l    PM=d

QH:PH=(2l-d):d

K=(2l-d)/d

Equazioni:

x'=-kx

y'=y
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